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Les Extr@s du C2P1 BIOMATHS n°2 EQUA DIFF
Equations différentielles

D) Vocabulaire et définitions

* Equation différentielle : c’est une relation entre une ou plusieurs fonctions inconnues et
leurs dérivées.

*  Ordre : il correspond a I’ordre » maximal de dérivation contenu dans I’équation.
- ordre 1 : ay'+ by =c (contient la dérivée premiere)
- ordre2: ay"+by'+cy=d (contient la dérivée seconde)

ATTENTION : On parle d’ordre pour les équations différentielles, alors qu’on parle de
degré pour les polynomes.

* Linéaire: une équation différentielle est lin€aire si elle contient la fonction y et ses
dérivées (y’...) seulement sous une forme « additive », et pas sous la forme de produits
ou quotients (puissance, etc.)

- linéaire : 2y'-xy=3cosx

- non linéaire : y'+ 2y2 =3 (carily a un carré de la fonction y)

* Coefficients: ce sont les facteurs devant la fonction y et ses dérivées (v’ ...)
Ils peuvent étre constants ou variables.
- acoefficients constants : 5y'+10y =x

- acoefficients variables : 3xy'-x’y =6

*  Membres : Le 1° membre (habituellement a gauche) contient la fonction y et ses
dérivées. Le 2" membre (habituellement a droite) les autres termes (constantes et/ou
variables).

- sans second membre : y'+5y=0

- avec second membre : 2y'-3y=x+5

Ordre Coefficients

@)*':"4. @y' +©) = d
I

ler membre 2nd membre

|

Exemples (réponses a la fin de ’extr@ p.13)

o Sy"-3xy=4
o —xy+xly=e"
o y'y+2y=0
o 8y'=3x-1
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II) Equation différentielle linéaire du 1° ordre

1) Principe général

Une équation différentielle linéaire du 1* ordre est du type : |a(x)y' + b(x)y = c(x)|

Ou a(x), b(x) et c(x) sont des variables ou des constantes.

* 1% étape : recherche de la SGESSM (= Solution Générale de I’Equation Sans
Second Membre) nommée y,

On cherche yy tel que : | a(x)y,"'+ b(x)y, =0

o 2™ étape : recherche de la SPEASM (= Solution Particuliére de I’Equation Avec
Second Membre) nommée Y

On cherche Y tel que : | a(x)Y'+b(x)Y = c(x)|

o 3™ étape : recherche de la SGEASM (= Solution Générale de I’Equation Avec
Second Membre) nommée y

On cherche ytelque: | y=y,+Y

2) Equation différentielle linéaire du 1° ordre a coefficients constants

Elle est du type : |ay‘+ by = c(x) | ou a et b sont des constantes.

On prendra comme exemple I’équation différentielle suivante : 6y'—y = 2>

* 1% étape : recherche de la SGESSM (= Solution Générale de I’Equation Sans
Second Membre) nommée y,

On cherche yy tel que : | ay,'+ by, =0

o solution intuitive = formule de Terminale

1 ' b
ay,'+by, =0 <y, =‘ZYO

—-—X
Nous connaissons la solution de cette équation différentielle : y,(x)=Ke ¢
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o solution par séparation de variables

ay, '+ by, =O©a%+by0 =0

c)%:—édx

Yo a

on met les termes en yy d 'un coté, et les autres termes de l’autre.
d b

= fﬁ =f——dx on intégre
Yo a

= ln[yo(x)] = —§x+Cste

b
< y,(x)=Ke

Exemple : 6y'—y=2¢>"
On cherche yq tel que : 6y,'-y, =0

1
Donc y, =gy0 .

1
—X
Ainsi : y, = Ke®

o 2™ étape : recherche de la SPEASM (= Solution Particuliére de I’Equation Avec
Second Membre) nommée Y

On cherche Y tel que : | aY +bY = c(x)|

Comme les coefficients sont constants, on passe par la méthode par identification.

On utilise sa méthode quand le second membre c(x) est une fonction « remarquable » :
- un polyndme de degré n : de forme ax" +bx"" +...+cx+d =0

- exponentielle : de forme ke™
- cosinus ou sinus : de forme Acos(ox)+ usin(fx)

- des combinaisons simples de ces fonctions : somme, produit...

On pose Y alors de méme type que le second membre c(x), puis on identifie.

Exemple : 6y'—y=2¢>"

On cherche Y tel que : 6Y'-Y = ¢
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On pose Y de méme type que le second membre : ¥ = Ae™
On dérive Y : Y'= Aae™

On remplace dans ’équation différentielle : 6Aae™ — Ae™ =2¢°* < A(6a—1)e™ =2

Donc par identification : {

oa=3

= 2
AM6a-1)=2 r=

Ainsi : Y = ge
17

e3x

o 3™ étape : recherche de la SGEASM (= Solution Générale de I’Equation Avec

Second Membre) nommée y

On cherche y tel que :

De plus, on cherche K grace aux conditions initiales.

y=Yo+Y

Exemple : 6y'—y=2¢>"

1

On trouve : y(x) = KeS + %e3x

On donne y(0)=1

Donc K+£=1=K=—
17

15
17

Ainsi :
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3) Equation différentielle linéaire du 1° ordre a coefficients variables

Elle est du type : |a(x)y '+ b(x)y =c(x) | ou a(x), b(x), c(x) sont des variables.

On prendra comme exemple I’équation différentielle suivante :

* 1% étape : recherche de la SGESSM (= Solution Générale de I’Equation Sans
Second Membre) nommée y,

On cherche yy tel que : | a(x)y,"'+ b(x)y, =0

o solution intuitive

b(x
a(x)yy '+ b(x)y, =0 <y, =~ 20 g

a(x)

Nous connaissons la solution de cette équation différentielle : y,(x) =K exp( —%dx)
a(x

o solution par séparation de variables

a(x)yy + b(x)y =0 < a(x)% +b(x)y, =0

=S % = _@dx
Yo a(x)

on met les termes en yy d’'un coté, et les autres termes de l’autre.

= f% = f —@dx on intégre

Yo a(x)
< In[y,(x)]) = f ) dx + Cste
< yy(x)= Kexp(f —%dx)

Exemple : 3y'-2xy=-2x

On cherche yj tel que : 3y,'-2xy, =0
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3yp'=2xy, =0« 3% =2xy),
dx

c)%:%xdx

Yo

@f%:f%xdx
Yo 3
52
< Iny, =?+Cste

2
X

<Y, =Ke?

2
X

Ainsi : y, =Ke?3

o 2™ étape : recherche de la SGEASM (= Solution Générale de I’Equation Avec
Second Membre) nommée y

On cherche y tel que : | a(x)y+b(x)y= c(x)|

Comme les coefficients ne sont pas constants, on passe par la méthode de variation de la
constante (de Lagrange).

On reprend la SGESSM et on remplace la constante K par une variable K(x).

Exemple : 3y'-2xy=-2x

2
X

On pose y de méme type que la SPESSM : y = K(x)e?

On dérivey: y'= K‘(x)e? + %xK(x)e3

2
X

- 2xK(x)e? =-2x

2 2
X X

On remplace dans 1’équation différentielle : 3| K '(x)e? + %xK (x)e?

2
X

Donc 3K'(x)e® =-2x
NB : On remarque que le terme en K(x) est systéematiquement éliminé dans la méthode de
Lagrange.

2
X

X
3K'(x)e? =2y < dK = —%xe_?dx on sépare lef variables (terme en K a gauche,
termes en x a droite)

2

2 X
= de = f—gxe 3dx on intégre des deux cotés
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On s’occupe d’abord de I’intégrale de droite. On effectue un changement de variable.
2

) X
Soit u(x)=-—
(x) 3

au = —%x donc dx = —idu

dx 3 2x

2 2
X

f—%xe_3 dx = fe“du= e +Cstel=e 3 +Cstel

2 2
X X

Donc on obtient K(x)+ Cste2 —¢ 3 +Cstel & K (x)= e ¥ +A

Ainsi: y= [63 +A]e3 =1+Ae?

On cherche A avec les conditions initiales.

ATTENTION : Dans la méthode de Lagrange, on trouve directement la solution GENERALE
de I’équation avec second membre, donc la solution finale de 1’équation. Pas besoin
d’additionner avec yy.

III) Equation différentielle linéaire du 2™ ordre

1) Principe général

Une équation différentielle linéaire du 2°™ ordre est du type :

[a(x0)y" + b(x)y'+c(x)y = d(x)|

Ou a(x), b(x), c(x) ou d(x) sont des variables ou des constantes.

* 1% étape : recherche de la SGESSM (= Solution Générale de I’Equation Sans
Second Membre) nommée y,

On cherche yy tel que : | a(x)y," + b(x)y, " +c(x)y, =0

o 2™ &tape : recherche de la SPEASM (= Solution Particuliére de I’Equation Avec
Second Membre) nommée Y

On cherche Y tel que : | a(x)Y"+b(x)Y'+c(x)Y = d(x)|

o 3™ étape : recherche de la SGEASM (= Solution Générale de I’Equation Avec
Second Membre) nommée y

On cherche ytelque: | y=y,+Y




Les Extr@s du C2P1 BIOMATHS n°2 EQUA DIFF

2éme

2) Equation différentielle linéaire du ordre a coefficients constants

Elle est du type : |ay"+ by'+cy=d(x) | ou a, b, ¢ sont des constantes.

* 1% étape : recherche de la SGESSM (= Solution Générale de I’Equation Sans
Second Membre) nommée y,

On cherche yo tel que : | ay," + by, ' +cy, =0

On remplace 1’équation sans second membre par son équation caractéristique (EC):
ar*+br+c=0 oua,b, et c sont les mémes coefficients que 1’équation initiale

NB : Concrétement on remplace « y » par « r», et les degrés de dérivations de y par les
puissances de r.

On cherche les solutions de cette équation caractéristique.

On commence par le calcul de A = b’ - 4ac

siA>0 siA=0 siA <0
(EC) admet deux racines 1, (EC) admet une racine r (EC)n adm?t pas de racine
et réelle
Y, = Ae"™ + Be™* Yo =€ (A+ Bx) Yo =€**(Acos fx + Bsin fx)

Exemple : y"-y'-6y=6x+3

On cherche yo tel que : y,"-y,'-6y,=0

L’équation caractéristique associée est : 7> —r—6=0

Calcul de A
A=(—1)2—4><1><(—6)=1+24=25>O donc \/Z=5

Calcul des racines r; et 1,

r1=£=3 et rz=g=—2
2 2

Ainsi: y, = Ae’* + Be ™"

o 2™ &tape : recherche de la SPEASM (= Solution Particuliére de I’Equation Avec
Second Membre) nommée Y

On cherche Y tel que : | aY"+bY'+cY = d(x)|
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Comme les coefficients sont constants, on utilise la méthode par identification. (cf
paragraphe II — 2 — 2°™° étape)

On pose Y alors de méme type que le second membre d(x), puis on identifie.

Exemple : y"-y'-6y=x+3

On cherche Y tel que : |Y”—Y'—6Y=6x+3|

On pose Y de méme type que le second membre : ¥ =ax+f
On dérive Y (dérivée premicre et seconde) : Y'=a et Y"=0

On remplace dans 1’équation différentielle :
—a—6(ax+f)=6x+3< -60x-6f—-0a=6x+3

a=-1
e —6a =6
Donc par identification : < 1
—a-68=73 f=-——
3
o 1
Ainsi: Y =-x-—

o 3™ étape : recherche de la SGEASM (= Solution Générale de I’Equation Avec
Second Membre) nommée y

On cherche ytelque: | y=y,+Y

On trouve les 2 constantes A et B (de la SGESSM) grace aux conditions initiales.

Exemple : y"-y'-6y=x+3

On cherchey telque : |y=y,+Y

Donc: y=Ae™ + Be™ - x—%

5
)’(0)=§
On donne : . )
_1 3
——|=e" +e
y( 3)
A+B—l=§ A=1
33 ©{
2 2 B=1
Ae™' +Be3 =¢7' +¢3
I 3x -2x 1
Ainsi: y(x)=e" +e —x—g

10




Les Extr@s du C2P1 BIOMATHS n°2 EQUA DIFF

IV) Systéme d’équations du 1° ordre

Un systéme d’équations du 1 ordre est de type :

{x'(t) =ax(t)+by(t)
y'(t) = cx(t) + dy(1)

Si les coefficients b et ¢ sont négatifs, alors x(¢) et y(¢) sont en relation de compétition.
Si les coefficients b et ¢ sont positifs, alors x(¢) et y(¢) sont en relation de symbiose.

. lére

étape : Trouver une équation différentielle d’ordre 2 en x(7)

Astuce : calculer la dérivée seconde de x(¢) en fonction de y(¢), puis éliminer le terme en y(¢)
grace a la premiere équation.

x'(t)==5x(t)+2y(t)

fxemple {y'(r) = 2x(1) - 23(1)

On calcule la dérivée seconde de x(¢) : x"(¢) =-5x'(t)+2y'(t) =-5x"(t)+ 4x(t)— 4y(t)
Or 2y(t)=x'(t)+ 5x(1)
Donc x"(t)=-5x'(t)+4x(t)-2x'(t)-10x(¢)

On obtient I’équation différentielle d’ordre 2 suivante :

| x"(1)+7x'(1)+6x(1) =0

NB : Les coefficients b et ¢ sont positifs = x(t) et y(t) sont en relation de symbiose.

. zéme

étape : Résoudre I’équation différentielle d’ordre 2 en x(7)

Pour cela, on se référe au paragraphe I1I-2 sur la résolution d’équation différentielle linéaire
d’ordre 2 a coefficients constants.

x'(t)==5x()+2y(t)

fxemple {y'(r) = 2x(1) - 23(1)

Notre équation différentielle d’ordre 2 est sans second membre.

On cherche donc 1’équation caractéristique associée a 1’équation différentielle d’ordre 2
trouvée précédemment :

P +7r+6=0

Calcul de A
A=T7*—4x1x6=49-24=25>0 donc VA =5

11
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Calcul des racines r; et 1,

Ainsi: x(t)= Ae™" + Be™®

. 3éme

étape : Trouver I’expression de y(?)

Exemble - {x'(t) =-5x(t)+2y(t)

SR ) = 2500 - 29(0)
_x'()+5x(1)

(1) = —

Or x(t)=Ae™" +Be™* et x'(t)=-Ae™ —6Be™

~Ae' —6Be™% +5A¢ +5Be™® . B
Donc y(t)= 5 =2Ae" - Ee

. 4éme

étape : Trouver A et B grace aux conditions initiales

x'(1) ==5x() + 2 (1)
y'(t) =2x(r) = 2y(1)

On donne x(0)=1et y(0)= %

Exemple : {

D B=1-A
onc <
2A B 3

A+B=1 =L
2
<
2.2 {8A—2+2A=3 1
2

On obtient finalement : x(¢) = %(e" + e‘G’) et y(t)=e"' - ie

-6t

12
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Correction des exemples de la partie Vocabulaire

o 5y"-3xy=4 :ordre 2, linéaire, a coefficients variables, avec 2" membre (constant).

o —xy+x’y=e" :ordre 1, linéaire, a coefficients variables, avec 2" membre (variable).
o y'y+2y=0:non linéaire
o 8y'=3x-1 :ordre 1, linéaire, a coefficients constants, avec 2™ membre (variable).

13



